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Resumo. Neste artigo sdo comparados os resultados de elementos finitos baseado na
mecanica do continuo tridimensional, elementos DKT (Discrete Kirchhoff Triangle) e DST
(Discrete Shear Triangle) com resultados analiticos. Aspectos relevantes para este tipo de
estruturas construidas com materiais compésitos, tais como, deformacdes de cisalhamento
transversal e diferentes propriedades na direcdo da espessura, serdo discutidos. Nos
elementos DKT e DST € usada a teoria de camada equivalente no calculo das matrizes para
analise de materiais compésitos. Outro elemento finito usado nesta comparacéo considera as
multicamadas do material. Apenas o elemento DST leva em consideracdo o efeito do
cisalhamento transversal, que em materiais laminados é de importancia fundamental. Os
resultados mostram que o desenvolvimento de um elemento que contemple essas duas
caracteristicas devera apresentar resultados mais precisos.
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1. INTRODUCAO

Os laminados compdsitos podem ser construidos em diversas camadas, cada uma
delas com uma fibra enrijecedora embebida numa matriz. Cada camada pode ser congtituida
por diferentes composicoes (fibralmatriz), espessuras e orientacdo dos reforcos onde as
propriedades mecanicas do material sdo influenciadas pelas propriedades dos materiais
congtituintes e pela proporcdo em que se apresentam. Para estimativa de falha e do
comportamento mecanico dos materiais compositos, as suas propriedades mecéanicas devem
ser conhecidas, e se possivel, determinadas por testes experimentais. N80 obstante, estes
testes quase sempre sdo realizados apos a estrutura pronta e na fase de projeto ndo ha outra
alternativa a ndo ser estimé-los através de tratamentos tedricos ou empiricos existentes na
literatura. Mesmo com as propriedades do material conhecidas fica dificil escolher qual tipo
de elemento finito disponivel na literatura é mais adequado para a modelagem global da
estrutura de composito. Diversos autores apresentam inimeros elementos que tentam simular
0 comportamento real deste material t&o complexo.



O triangulo discreto de Kirchhoff (DKT) € um elemento de placa de trés nds e nove graus
de liberdade, e foi primeiramente apresentado por Sricklin et al.(1969). Anos mais tarde o
elemento foi reestudado por Batoz et al. (1979), o qua foi considerado um dos melhores
elementos de placas apresentados até aquele momento. Batoz e Lardeur (1989) apresentaram
um novo elemento de placa, o tringulo discreto de cisalhamento (DST), o qual foi visto
como uma extensdo do elemento DKT para o caso de placas finas. Batoz e Lardeur também
propuseram a aplicacdo do elemento DST para materiais compdsitos, usando a técnica que
consiste em reduzir a placa laminada numa camada Unica equivalente, ja que o DKT se for
utilizado diretamente para materiais compositos resultaria em erros, devido a néo
consideracdo do efeito do cisalhamento transversal, que corresponde a uma parcela
importante na rigidez e comportamento destes materiais. Paralelamente Yunus et al. (1989)
apresentou um elemento multicamada cuja formulacéo foi desenvolvida por Ahmad et al. (14)
para andlise de cascas espessas homogéneas e, posteriormente, adaptado para cascas
construidas com material composito por Panda e Natarajan (15) em que o elemento utilizava
um esquema de integracdo de 2 x 2 x 2, o qual mostrou-se ineficiente devido a quantidade de
pontos de integracdo exigidos quando 0 nimero de camadas cresce. Yunus et al. entdo
desenvolveram um método eficiente que usando apenas um esquema de integracdo de 2 x 2
no plano do elemento no espaco determina as matrizes do elemento com aproximagao muito
boa e grande economia no tempo de computacéo.

2. RELACAO TENSAO-DEFORMACAO
Sejam { g} e {&} os vetores de tensdo e deformacao respectivamente, dados por:

a7 :[aX o, 0, T, T, ryz] e {4’ :[sx €, & Vy Va yyz] (1)
Considerando que parao caso bidimensional de placas o, = 0 temos que:

@ =b, o, 1, 1. 7] e 8=k & vy ve v )
Assim arelacao tensdo-deformacdo é dada como a seguir:

{o} =[pldd 3

Onde a matriz [D] corresponde a matriz de elasticidade do material, que para o caso de
materiais ortotropicos homogéneos €

Dy 00
[D]=B--i---O (4)
HO | DsH
0 E/0-v,m,) E,/0-0,m,) 0! 0 0 O
|
D, /-u,0,) E,/M-u, myx)yx 01 0 0 E
[D]=1 0 0 G, 0 0 . (5)
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Onde as submatrices [D,] e [Ds correspondem as parcelas de flexdo e cisalhamento da
matriz de elasticidade, respectivamente, e “f ” € o fator de correcéo por cisalhamento o qual é
assumido como, f =5/6.

Na teoria de Mindlin, as deformagdes Yy, € Yy, €, conseqlientemente, as tensdes Ty, € Ty,
S80 supostas constantes ao longo da espessura. Para corrigir o erro no calculo da energia de
deformacdo de cisalhamento transversal causado por esta hipétese, utilizamos fatores de
correcdo para evitar o trancamento por cortante.

3. DETERMINACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ

Cada um dos elemento finitos implementados apresentam diferentes formulagbes e
matrizes de rigidez, os quais s80 brevemente descritas a seguir.

3.1 Triangulo Discreto de Kirchhoff (DK T)

A formulacdo do triangulo discreto de Kirchhoff foi apresentada por Sricklin et al.(1969)
sob 0 nome de QQ3. Embora fosse inicialmente um dos mais eficientes elementos de placa
apresentados na época, a sua implementacéo era complexa. Anos mais tarde demostrou-se a
sua eficiéncia e provou-se gque os deslocamentos e autovalores fornecidos pelo elemento
convergiam quadraticamente para a solucdo de Kirchhoff.

O DKT corresponde a um elemento triangular de lados retos, com nove graus de
liberdade, como mostrado na Fig.l. Este elemento utiliza uma teoria que inclui as
deformagbes de cisalhamento transversal. Entretanto, como a energia de deformacdo de
cisalhamento transversal € desprezada e as hipoteses de Kirchhoff sGo impostas em pontos
discretos, 0o elemento ndo € adequado para representar placas congtituidas de materiais
compOsitos modernos.

T, W

/ﬁy K=Xi-fxij
—_ . b

i) ¥=Fi- & ¥y
Hj= ;- X;

17 # I
VH=Vi- i

Figura 1.- Geometriado DKT

Neste elemento as rotaches sio representadas por superficies quadraticas e o
deslocamento transversal por curvas cubicas definidas apenas no contorno. As deflexfes séo
introduzidas na energia de deformacdes através de restricbes impostas ao campo de rotagoes.



As rotagdes sdo definidas como:
6 6

Bx = z Nj LB ; By = z N; LBy, (6)
=1 i=1

Onde Bx,— e ,Byi s80 os valores nodais para as coordenadas dos nés dos vértices e nos

intermedidrios. Os N; correspondem as funcbes de interpolacdo para os seis pontos do
elemento.
A hipétese de Kirchhoff estabelece que:

[Bx +W,x O
y=0 U , paraosnos 1,2 e 3 dos vértices (7)
By Wiy [
e
Bsk +w,g =0 , paraos nos intermediarios 4,5 e 6 (k = 4,5,6) (8

A variacdo cubica do deslocamento transversal “w” ao longo dos bordos do elemento é
definida por:

T P VAL L
200

T T T ®

W’Sk = -

Onde k representa os nos intermediarios sob 0 bordo ij e l;; o comprimento entre 0s nos i
ej. A variagdo linear de 3, imposta ao longo do bordo €

Bn, :E n +an) (20

Onde k = 4,5,6 denotaos nos intermediarios e i e j os bordos 23,31 e 12 respectivamente.

Paraobter B« e B,em termos dos graus de liberdade {u}:

4 =w 5, B, w B, B, w B B (11)
As relacbes geométricas sob cada bordo:

mxl:] @ _SD wnl:]

0 0=0 00 O (12)
ByH B cBBBsH

e
W0 € sO0x0
O 0O=0 oo O (13)
BvinE B -cH @ya

Onde c = cos(T(, ﬁij) e s= sin(T(, ﬁij) como mostra aFig. 1.



Usando as expressdes (6) a (13) obtém-se B e 3, como:

(14)
By = H;(f,ﬂ)[{l}

Onde Hyx e Hy correspondem a vetores de nove componentes de novas funcbes de
interpolacéo dados nareferéncia (Batoz et al., 1980).

Assim a matriz de transformacéo [B] da relacéo tensdo-deslocamento € dada por:

H T T H

I:] y31 D_| ny + y12 D_| X”] I:]

_ 10 T T 0
B(ff,n)—ﬁ[] ‘XleHy,f ‘XleHy,n O (15)

O T T T T O

gxatHy, ~xtH, +ystHy, +ypH, O

Onde A = Areado elemento.

A matriz derigidez do elemento entéo é dada por:

[kJos =2 [ 14" fo] [ e an as)
Os momentos devidos a flexdo sdo dados por:
y)= o] B{x. y) 4 (17)
3.2 Triangulo Discreto de Cisalhamento (DST)
O elemento DST pode ser visto como uma extensdo do DKT para o caso de placas finas,
onde as formulacdes da Fig. 1 so consideradas. A determinacéo da matriz de rigidez é similar

ao do DKT com a diferenca que determina-se a matriz de rigidez de cisalhamento transversal.

Sejam as deformacdes cortantes do elemento:

Yy O DN,X+BXD
y=0" 0=0 (18)

HyH B y+ByE
A matriz derigidez de flex&o é similar aformulagdo parao DKT,
[Kolosr =[Kl pkr (19)

Onde devemos apenas considerar que os vetores Hy e Hy sdo determinados segundo
Batoz et al.(1989) ou Sydenstricker(1996), para a montagem da matriz de transformacéo [Bs].



Assimamatriz de rigidez de cisalhamento transversal € dada por:

[KJow =5 [ [ (6] 0] (8] ez ar 0

3.4 Elementos Tridimensionais M ulticamada e de Camada Unica

O elemento multicamada corresponde a um elemento isoparamétrico de 8 nds, que faz
parte da biblioteca de elementos do programa ANSY SCI(ANSYS Inc,1994). A formulacéo
deste elemento foi desenvolvida por Ahmad et al.(1970) para andlise de cascas espessas
homogéneas e, posteriormente, adaptado para cascas construidas com material compdsito por
Panda e Natarajan(1981). O esquema de integracdo empregado de 2 x 2 x 2, entretanto,
mostrou-se ineficiente devido a quantidade de pontos de integracdo exigidos quando o
nimero de camadas cresce. Yunus et al. (1989) entdo desenvolveram um método eficiente que
usando apenas um esquema de integracéo de 2 x 2 no plano do elemento no espaco determina
as matrizes do elemento com aproximacdo muito boa e com grande economia no tempo de
computacdo. Este elemento éilustrado a seguir e sua formulacdo encontra-se na literatura.

sistema

Sistema de coordenadas locas do elemento

Sistema de coordenadas globais do elemento LH=Ho. da camada
HL=No.total de camadas

* = nds

Figura 2.- Elemento tridimensional multicamada.

O outro elemento de camada também incluido na biblioteca do programa ANSY SO
(ANSY S Inc,1994) corresponde a um elemento isoparamétrico de 4 nos que foi proposto por
Dvorkin et al.(1984). O qua tem a mesma formulac&o descrita na literatura e foi usado neste
artigo apenas para uma comparacdo com os demais elementos.



4. ESTUDO NUMERICO
4.1 Placa de Composito Sujeita a Carregamento Senoidal

Este problema foi proposto por Pagano and Hatfield (1972) e também foi considerado
por Lardeur and Batoz (1989). Estudou-se uma placa quadrada com a orientacdo mostrada na
Fig. 3 composta de trés camadas. A placa em seus contornos estéo simplesmente apoiada e
foram utilizadas malhas de 3x3, 6x6, 9x9,12x12, 15x15 e 30x30 elementos em um quarto da
placa conforme a Fig. 3. Os laminados estdo constituidos por camadas unidirecionais do
mesmo material dispostas a zero e noventa graus, de tal forma que 0 somatoério das espessuras
das camadas a zero graus € igual ao somatorio das camadas a noventa graus, € 0 conjunto é
simétrico em relacéo ao eixo neutro do laminado.

O carregamento transversal sobre a placa e previsto pela seguinte expressao:
g=q, $en(rr X/ L) $en(rr0y/L) (21)
Onde:

L = 1000 mm
X, y = coordenadas globais da placa em milimetros (mm)

=

Figura 3.- Orientacdo da malha 3x3 e condicdes de contorno
para um quarto da placa

O lado da placa foi mantido constante (L = 1000 mm) e foram considerados trés valores
de espessura (h = 20, 100 e 250 mm), a fim de manter as deflexdes para os diversos casos na
mesma ordem de grandeza. O valor de “qp" foi variado conforme a tabela a seguir.

Tabela 1. Valores de go (N/mn)

L/h 50 10 4
Jo 010 | 1.00 | 10.00

Os lados da placa coincidentes com 0s eixos coordenados sdo considerados como
simplesmente apoiados, e nos outros dois extremos aplicam-se condi¢Bes de simetria. As
propriedades elésticas do material para cada camada no laminado sdo:

Ex
ny

25000 N/mn? ; E, = 4500 N/mn¥ ; E,

4500 N/mn? ;v = vy, =0.25
500 N/mn? ; Gy, 200 N/mm?* ; Gy,

500 N/mn?



A Figura 4 define a disposicéo das camadas no laminado e a sua orientacdo. Para as
propriedades do laminado no caso dos elementos que ndo sdo multicamadas (todos, exceto o
de Yunus et al.) utilizou-se a técnica da camada Unica equivalente onde as propriedades finais
do laminado sdo determinadas segundo Al-Qureshi (1983) em funcdo das espessuras,
orientacdes e propriedades das camadas componentes.

v | |4
] '}
II-' 90" I im2
| &
o | Th'4

Figura 4.- Disposicao das camadas no laminado

A referéncia (Pagano et al., 1972) fornece os valores analiticos maximos para a deflexdo
da placa estudada, dados a seguir:

4
W= 12 [54 [h [gg (22)
m[Q
Onde
E,+E L+20D
Q= 4Gy + X y(l \yZ) ; S:E (23)
(1—quDl)yx) h

Nas tabelas a seguir sdo fornecidos os resultados obtidos para a deflexdo maxima no
centro da placa para os elementos DKT, DST, de Dvorkin et al.(1984), de Yunus et al.(1989) e
a solucéo analitica para o exemplo antes mencionado.

Tabela 2. Resultados para placa com espessurah = 20 mm.

w (mm)
Malha\ Elemento| DKT DST Dvorkinetal. | Yunusetal. | Analitico
3x3 34.394 32.459 32.269 26.345 37.054
6Xx6 36.375 38.202 36.660 28.212 37.054
9x9 36.751 39.102 37.411 28.567 37.054
12x 12 36.883 39.533 37.671 28.688 37.054
15x 15 36.944 40.144 37.792 28.744 37.054
30x 30 37.026 40.684 37.958 28.817 37.054

Tabela 3. Resultados para placa com espessura h = 100 mm.

w (mm)
Malha\ Elemento| DKT DST Dvorkinetal. | Yunusetal. | Analitico
3x3 2.751 3.296 4.275 3.792 3.322
6XxX6 2.910 3.647 4.631 3.943 3.322
9x9 2.940 3.722 4.689 3.968 3.322
12x 12 2.951 3.751 4.707 3.976 3.322
15x 15 2.956 3.763 4.715 3.980 3.322
30x 30 2.962 3.781 4.726 3.985 3.322




Tabela 4. Resultados para placa com espessura h = 250 mm.

w (mm)
Malha\ Elemento| DKT DST Dvorkinet al. | Yunusetal. | Analitico
3x3 1.761 1.775 7.967 8.003 1.897
6XxX6 1.862 1.952 8.621 8.298 1.897
9x9 1.882 1.993 8.751 8.350 1.897
12x 12 1.888 2.006 8.799 8.369 1.897
15x 15 1.892 2.012 8.823 8.377 1.897
30x 30 1.896 2.022 8.857 8.388 1.897

4. CONCLUSOES

O elemento DKT, tanto para placas finas como espessas, aproxima-se mais do resultado
analitico devido a que ambas formulagdes baseiam-se na teoria de Kirchhoff. Ja o elemento
DST, baseado nateoria de Mindlin, apresenta deslocamentos levemente maiores os quais sao
mais realisticos porque levam em consideracdo as deformagdes de cisalhamento transversal.

Os outros dois elementos, o de Dvorkin et al. e Yunus et al. aproximam-se mais do valor
analitico e do DST somente para placas ligeiramente finas ( L/h = 50 e L/h = 10 ), mas a
medida que a placa tornase mais espessa ( L/h = 4 ) as respodtas divergem
significativamente. |sto mostra que para estes dois Ultimos elementos a formulagdo somente é
aplicavel para placas finas.

Nas aplicagdes navais de grande porte a configuracdo de material compdsito mais usada é
a construcdo tipo sanduiche cuja espessura oscila entre 150 a 250 mm. representado placas
muito grossas. Portanto elementos finitos inadequadamente na modelacdo podem acarretar
erros significativos.

Para uma melhor aproximacdo dos resultados seria necessario adaptar a técnica de
multicamadas no elemento DST, que melhor representa um material compasito ao incluir o
cisalhamento transversal, e comparar este com resultados experimentais.
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STUDY OF PLATE ELEMENTSAPPLIED TO COMPOSITE MATERIALS

Abstract. The analytical results are compared with finite eements based on the three-
dimensional mechanics of continuous, DKT (Discrete Kirchhoff Triangle) and DST (Discrete
Shear Triangle) elements. Important aspects related to type of structures built with composite
materials, such as transversal shear deformation and different properties along the thickness,
are discussed. In the DKT and DST elements the theory of equivalent layer is used in the
analysis of composite materials. Other finite elements used in this analysis taking account the
material multilayers. Only the DST element consider the effect of transversal shear, witch is
of the fundamental important to laminate materials. It has been demonstrated that the
development of finite element with these two particular characteristics provides more
accurate results.

Word-key: Plates, Composites, Finite Elements Method.



